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Einleitung. 
Geometrische Deutung der kubischen Transformation. 


Im 4. Bd. der »Mathem. Annalen« hat Clebsch eine geome- 
trische Interpretation jeder beliebig hohen Transformation ange- 
geben, wobei er Räume, deren Dimension dem Grade der Trans- 
formation gleich ist, zu Hilfe nimmt. 

Ist die Transformation insbesonders eine kubische, so knüpft 
sich an sie folgende geometrische Deutung: 

Es sei 


N RUO—) ne 
eine gegebene Gleichung r-ten Grades, in welche wir durch die 
kubische Substitution: 
HH IHK, 
YyYı ya At M+y,4° 
eine neue Unbekannte 5 einführen, so ist durch die gegebene 


Gleichung ein n-Flach im 3 dimensionalen Raume festgelegt, 
dessen Seiten Tangentenebenen einer abwickelbaren Fläche dritter 
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“—- Classe sind. Fasst man nun die Coefficienten xy der Transfor- 
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a n-Flach. 
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mation als Coordinaten zweier Punkte auf, so wird die Gesamt- 
heit aller Gleichungen, in welche eine vorgelegte Gleichung 
durch die kubische Substitution übergeht, repräsentirt durch 
die Schnittpunktsysteme der Geraden des Raumes mit dem 


Den ©o* Geraden im Raume entsprechen demnach »%*Glei- 
chungen, in welche die gegebene umgeformt werden kann, — die 


"Constanten &” Transformationen, — wir erhalten nun alle ent- 
sprechende &” Gleichungen, indem wir auf jeder Geraden noch 


der Grundpunkte xy möglich sind. Dass eine nachträgliche lineare 
Transformation nötig ist, um sämtliche transformirte Gleichungen 
zu erhalten, entspricht dem Umstande, dass in der angeführten 
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geometrischen Interpretation nicht mehr die Grundpunkte xy 
der Transformation zum Ausdrucke kommen, sondern die Geraden 
des Raumes, die aber schon durch die Unterdeterminanten der xy 
definirt sind. . 

Die Transformation 3. Grades ist, da sie 7 wesentliche Coef- 
ficienten enthält, für die Gleichung 7. Ordnung die allgemeine, — 
ist also die Ordnung der gegebenen Gleichung n<7, so leistet die 
kubische Substitution noch alles: eine jede Gleichung kann in jede 
beliebige transformirt werden. 

Es wird sich im Folgenden ergeben, dass es eine einzige Gerade 
im Raume gibt, auf welcher die Gleichung 7. Ordnung eine vor- 
geschriebene Gestalt annimmt; dagegen gibt es unendlich viel 
Gerade, — die Erzeugenden einer Regelfläche 2. Ordnung, — auf 
welchen die Gleichung 6. Ordnung in eine gewünschte Form 
gebracht werden kann. Für n=5 sind es die Geraden einer Con- 
gruenz 3. Ordnung 1. Classe, für na=4 die Geraden eines tetrae- 
dralen Complexes und endlich für 7=3, 2 alle Geraden des 
Raumes, auf welchen die Gleichungen in eine angegebene Gestalt 
transformirt werden können. 

Ist aber n > 7, dann treten gewisse, den absoluten Invarianten 
der linearen Transformation “entsprechende Invariantenrelationen 
auf, denen die Wurzeln der. transformirten Gleichung genügen 
müssen. Welcher Art diese Invariantenbeziehungen sind, ist leicht 
einzusehen: | 

Es''sei 

FA) = (a, + Aa)" —=0 
die vorgelegte Gleichung, und 

J=2 Gil(ab) | 
eine ihrer Invarianten. Wir suchen die entsprechende Invariante 
einer transformirten Gleichung. Das Vielflach, auf welches die 
Transformation führt, sei durch A. 2.C....=0, oder symbolisch 
durch 

re DIN 
dargestellt. Um eine transformirte Gleichung zu erhalten, schneiden 
wir dieses Polyeder mit einer Geraden, die durch die festen Punkte 
xy der Transformation hindurchgeht: 


Z=Y— IX =0 kei 2SE 
Dadurch erhalten wir aus 1) 
(ay —— Sao)" —0 


oder, wenn hier 


Ay Au %g 
gesetzt wird, so stellt 

Mt —=Ppe—0 
die transformirte Gleichung vor. Die Invariante J, der neuen Glei- 
chung ist nun 

JE NSCHlad) = SCH (2,5;) 
oder 

iR 00. LtaDap)ıs 71.2) 
wo m die Anzahl der Determinantenfaktoren angibt. Wie wir sehen, 
hängt J, noch von der beliebig angenommenen Geraden (xy) oder 
(uv) ab. Um einen Invariantenausdruck zu bekommen, der für die 
Punktsysteme aller Geraden des Raumes unveränderlich bleibt, 
eliminirt man aus 6 solchen Gleichungen wie 2), gebildet für irgend 
6 Invarianten der gegebenen Gleichung und aus der quadratischen 
Identität die zwischen den Liniencoordinaten (uv),; besteht, die 6 
Grössen p(uv),; und erhält dadurch eine Beziehung zwischen 6 
Byallantens/, Jo, Sa dır Ji, Ju Diese Relation ist aber: Keine 
eigentliche Invariantenrelation mehr, denn sie enthält Coefficienten, 
die nicht numerisch sind, sondern die aus den Coefficienten a,b, 
des Polyeders gebildet sind, — sie ist eine Invariante des Polye- 
ders selbst. — Solche Ausdrücke sind es, die bei der kubischen 
Transformation die absoluten Invarianten ersetzen, deren Ver- 
schwinden also bedingt wird, um eine gegebene Gleichung (n >17) 
in eine andere transformiren zu können. 

Die rechte Seite der Gleichung 2) gleich Null gesetzt, ist die 
Gleichung eines Complexes n-ter Ordnung und Classe; die kubi- 
sche Transformation führt also auf gewisse, mit dem n-Flach ver- 
bundenen Complexe und Congruenzen, die man erhält, indem man 
die Bedingung dafür aufstellt, dass das Punktsystem bestimmte, 
der Theorie der binären Formen entnommene Invarianteneigen- 
schaften besitze. Diese Raumgebilde, die eine Reihe merkmürdiger 
Eigenschaften und Zusammenhänge zeigen, hat die vorliegende 
Arbeit — mit Beschränkung auf die Gleichungen 4. und 5. Grades 
— zum Gegenstande. 

Die Anregung zu dieser Arbeit empfing ich von Herrn Univer- 
sitätsprofessor Dr. F. Lindemann, dem ich hiefür sowohl, wie für 
manchen wohlwollenden Rat bei Bearbeitung des Themas zu wärms- 
tem Danke verpflichtet bin. 
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Complexe, deren Gerade ein gegebenes Polyeder so schneiden, 
dass eine bestimmte Invariante des Schnittpunktsystemes ver- 
schwindet. 


Es sei J eine Invariante einer binären Form n-ter Ordnung, 
k ihr Grad in Bezug auf die Coefficienten der Form. Soll nun 
dieselbe für das Schnittpunktsystem einer Geraden (uv) mit dem 
Vielflach verschwinden, so muss die entsprechende quaternäre 
Bildung gleich Null sein und man hat den Satz: 

Alle Geraden, die ein gegebenes n-Flach so schneiden, 
dass für das Schnittpunktsystem eine gewisse Invarliante k-ten 
Grades verschwindet, bilden einen Complex 

J=C1Hlap av) 0 


von der Ordnung und Classe m m. 


Setzt man in J für u die Coordinaten einer beliebigen Ebene 
ein, so umhüllen in ihr die Geraden v eine Curve der Classe m. 
Fällt aber zv mit einer der Seiten des Vielflachs zusammen, so 
verschwindet J, u. z. k-fach. Um dies einzusehen, denke man 
sich in der Gleichung des Complexes 
J=aCHedud aß 
statt der symbolischen Coefficienten die wirklichen Coefficienten 
des Produkts, 
As. Be: Ca... —=0 
welches das Vielflach darstellt, eingeführt. Dann verwandelt sich 
Jin eine simultane Invariante der linearen Gleichungen 
Velden 
also in einen Ausdruck: 
FR EN VE 0 
Hier kommt jede der Reihen A, 2, .. zur k-ten Dimension 
vor, es kommt also z. B. A in jedem Produkte des Aggregats X- 
mal mit den u und v in einer Determinante verbunden vor. Setzt 
man daher z den A gleich, so verschwindet J bei jedem Werte 
der v in der X-ten Ordnung. Man sieht daraus: 
Alle Geraden, die in den Polyederebenen liegen, sind K- 
fach gezählte Gerade des Complexes J=0. | 
Auf diesen Geraden müssen infolgedessen X Punktsysteme 
liegen. Diese treten nun folgendermassen auf: Ist g eine Gerade 
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der Ebene A, so sind auf ihr nur noch n—1 Punkte vorhanden, 
die Schnittpunkte mit den übrigen Seiten. /ndem wir nun aus 
diesen n—I Punkten eine binäre Form bilden, und eine Cova- 
riante K-ter Ordnung dieser Form verschwinden lassen, können 
wir K Werte berechnen, die einzeln mit den n—I gegebenen 
Punkten K Punktsysteme darstellen, für welche die Invariante 
k-ten Grades verschwindet. 

Die so bestimmten X-Punkte sind ausgezeichnete Punkte der 
Geraden g, sie haben die Eigenschaft, dass alle der Geraden g 
unendlich benachbarten Complexgeraden, welche & schneiden und 
nicht in der Ebene A liegen, durch sie hindurchgehen. Denken 
_ wir uns nämlich eine Gerade von J=0, welche g& unendlich nahe 
kommt. Auf dieser liegt ein ganz bestimmtes Punktsystem von 
der geforderten Eigenschaft; ein Punkt desselben ist der Durch- 
schnitt dieser Geraden mit g. Geht nun diese Gerade in g selbst 
über, so kann sich dieses Punktsystem nur um unendlich wenig 
verschieben und jener Schnittpunkt mit g geht in einen unend- 
lich nahen über. Jener Schnittpunkt fällt also mit einem der 
vorher bestimmten X Punkte zusammen. Daher liegen auf jeder 
Geraden der Polyederseite X solche Schnittpunkte mit unendlich 
nahen Complexgeraden, d.h. X Berührungspunkte aller Complex- 
curven, die in dem Ebenenbüschel liegen, deren Axe die ange- 
nommene Gerade ist. Derartige Gerade aber, auf welchen die 
Berührungspunkte der Complexcurven immer dieselben bleiben, 
wie sich auch die Ebene um die Gerade dreht, sind singuläre 
Gerade des Complexes, wir haben also den Satz: 

Die Geraden, welche in den Polyederseiten liegen, sind 
singuläre Gerade des Complexes J—=0. 

Die den Geraden zugeordneten singulären Punkte sind: die 
durch das obige Verfahren gewonnenen X Punkte Die X singu- 
lären Ebenen aber, die einer solchen Geraden zugeordnet sind, 
bestehen immer aus der X-fach gezählten Polyederseite, in welcher 
die Gerade liegt. Denn es zerfällt der Complexkegel jedes Punktes 
auf der Geraden in die k-fach gezählte Polyederseite und in einen 
Kegel (m—K)-ter Ordnung; die Polyederseite ist daher ein X-fache 
Tangentenebene aller Complexkegel, die den Punkten der Geraden 
zugeordnet sind, in ihr fallen also alle X singuläre Ebenen zu- 
sammen. 

Es ist nun leicht zu untersuchen, wie vielfach die in den 
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Polyederseiten liegenden Geraden als Gerade der Congruenz der 
singulären Linien gerechnet werden müssen. | 
Die Congruenz der sing. Linien ist die gemeinsame Congruenz 
des gegebenen Complexes m-ter Ordnung: 
J=&cH(ABuvV)?—V 
und eines Complexes 2 (m — 1)-ter Ordnung: 
Ahr: Ja t Is sa bes, — 0 


WORD: 
oJ, 
dar 
In.J=0 kommt jede der Reihen A, 2,..... zur 2k-ten 


Dimension vor. Bilden wir nun aus den J,.. den Complex J, =, 
wobei 


I = AN ABLIIICHNV (AD\,, =A, B, AB; 
Sı= Se ABS H(CHEN 
J3; =&c(AB),H(CDuv) 
Jy, =Zc(AB) ; HH (CDuv) 
Jı==8c (AD), H(CDuv) 


IC AB AMLDUN: 
so wird J, aus Gliedern bestehen, die vor dem Produktzeichen 
immer zwei zu einander adjungirte Unterdeterminahten als Fak- 
toren haben, also aus Gliedern von der Form c' (AB), (AB);,, H(CDuv). 
6 solche Glieder vereinigen sich immer zu einem Glied, welches dann 
eine vierreihige Determinante vor das Produktzeichen erhält. Diese 
vierreihige Determinante verschwindet in jenen Fällen, in welchen 
2 gleiche Reihen der A, B....in derselben auftreten. J, wird 
daher folgende Gestalt annehmen: 

J, = xc (ABCD)H(ZFuv)=0 

wo unter dem Produktzeichen jene Reihen der A, B,..., welche 
schon in der Determinante vor demselben vorkommen, noch (2X—1)- 
mal mit den u, v in einer Determinante verbunden auftreten, die 
übrigen Reihen 2X-mal. J, verschwindet also in (2 X—1)-ter Ord- 
nung, wenn man u gleich den Coordinanten einer der Seiten des 
Polyeders setzt. Da die untersuchten Geraden im Complexe J=0. 
k-fach, in J)=0 (2k—1)-fach zählen, sind sie X(2 k-—-1)-fache 
Gerade der Congrenz der singulären Linien und wir haben den 
Satz: 

Die Geraden, welche in den Polyederseiten liegen, sind 
k(2k-—-T)-fache Gerade der Congruenz der singulären Linien. 

Auf den Kanten des Polyeders besteht das Punktsystem nur 
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noch aus n-—-2 Punkten, aus welchen die noch fehlenden 2 Punkte 
— die singulären Punkte der Kante — nicht mehr bestimmt wer- 
den können: jeder Punkt der Kante kann als ihr singulärer 
Punkt betrachtet werden. 

Betrachtet man den Complexkegel, welcher von einem Punkte 
einer Polyederseite ausgeht, so zerfällt derselbe in eine X-fache 
Ebene und in einen Kegel (m — k)-ter Ordnung, darum sind alle 
Punkte der Polyederseiten singuläre Punkte des Complexes und 
das Polyeder bildet einen Teil der singulären Fläche des 
Complexes. 

Wie wir im Folgenden sehen werden, besteht die singuläre 
Fläche nur bei dem tetraedralen Complexe — welcher im Zusam- 
menhange mit der Gleichung 4. Ordnung auftritt — aus dem Te- 
traeder allein; in allen übrigen Complexen, auf welche die Glei- 
chungen von höherer Ordnung als 4 führen, kommt zu dem Polyeder 
noch ein ergänzender Bestandteil hinzu. 

Der Complex J==0 geht bei einer dualistischen Raumtrans- 
formation im Allgemeinen wenn n=4, nicht in sich selbst über, 
darum können die Sätze, die über Gerade gelten, welche in den 
Polyederseiten liegen, nicht übertragen werden auf Gerade, die 
durch die Ecken des Polyeders gehen. Im Allgemeinen sind nicht 
sämtliche durch die Eckpunkte des Polyeders gehenden Geraden 
Complexgerade, da das Verschwinden der Invariante J nicht 
immer die Bedingung eines 3-fachen Punktes des Punktsystems 
mit sich führt. Nur bei den Gleichungen 3., 4. und 5. Grades ver- 
schwinden alle Fundamentalinvarianten, sobald das System der 
Wurzelpunkte einen 3-fachen Punkt besitzt; nur in diesen Fällen 
sind also sämtliche Geraden, die durch die Ecken des Polyeders 
hindurchgehen, auch Complexgerade. 

Unter den Invarianten der Gleichung n-ten Grades gibt es 
einige, welche identisch in Faktoren zerfallen; diese Faktoren sind 
dann unsymmetrische Ausdrücke in Bezug auf die Doppeiverhält- 
nisse, welche aus den Wurzelpunkten der Gleichung zu bilden 
sind. Die entsprechenden Complexe zerlegen sich in diesem Falle 
auch in Teilcomplexe, deren Gerade zu den Seiten des Polyeders 
in einer festen, aber unsymmetrischen Beziehung stehen. Solchen 
zerfallenden Complexen werden wir schon bei der Gleichung 4. 
Ordnung begegnen; ein besonderes Beispiel hiezu liefert aber die 
Discriminante der Gleichung n-ten Grades. Ist eine binäre Form 
durch &,.ß,...—=0 gegeben, so ist die Discriminante das Quadrat 


& 
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der Wurzeldifferenzen, d. h. das Quadrat des Ausdrucks: 


el lab)s 
und hieraus entsteht, indem man zum quaternären Produkte 
A;.Bz...—=0 übergeht, das Quadrat des Ausdrucks: 
PH IABaD: k—=2(n—1) 


welches den der Discriminante entsprechenden Complex rn (n—1)- 
ter Ordnung darstellt. Hier sind die einzelnen Faktoren von ?P die 
Gleichungen der Kanten des Polyeders und der der Discriminante 
entsprechende Complex zerfällt also in die doppelt zu zählen- 
den linearen speciellen Complexe, deren Axen die Kanten des 
Polyeders sind. 


Eu 


Das Trieder und Tetraeder im Raume. 


Die Formen 2-ten und 3-ten Grades haben nur eine einzige 
Invariante, die Discriminante. Unter den Geraden des Raumes 
stehen also nur jene zu dem Zweiflach bez. Dreiflach in einer in- 
varianten Beziehung, welche deren Kanten schneiden und welche 
doppelt gezählt den der Discriminante entsprechenden Complex 
bilden. i | 
Bei der Form 4. Ordnung treten ausser der Discriminante 
noch die Invarianten /=(ab)* und j=(ab)’(bc)’ (ca) auf, die auf 
Complexe führen, deren Gerade das Tetraeder in äquianharmoni- 
schen, bez. harmonischen Punktsystemen treffen. 

Der Einfachheit halber nehmen wir die Seiten des Tetraeders, 
welches durch die gegebene Gleichung 4. Grades bestimmt ist, 
als Coordinatenebenen an. Wir haben also die quaternäre Form: 

ee AARAU 
für welche wir den Complex 
28,8 4, 
b, bb, b, 
=lapuy) — 1 u,u, u, El) 
EA 
bilden wollen. Wegen der speciellen Gestalt der Gleichung /—0 
brauchen wir bei der Auswertung der 4. Potenz dieser Determi- 
nante nur jene Glieder zu berücksichtigen, deren Coefficient das 
Produkt a, a,a, a,b, b, 5b; b, ist, — und dann statt dieses Produk- 
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tes den Wert ,, einzusetzen. So erhalten wir: 


, 1 ” 9 9 5) 
094 (@ Gt MT rt Furl 2 Nr29s1gıs aa — 2Q1 3a ya fs— 


— 2913 910%) —=( 


also einen Complex 4. Ordnung, der die Geraden der Tetraeder- 
seiten 2-mal enthält, weil X für / den Wert 2 hat. Durch Anwen- 
dung der quadratischen Identität: 


G12 Isa + 13 dia + Qua 9; = I 
geht / über in 


ae 9 
Pa 4 ( = N I 7 Qı2Qsı Qıs a) —Uu 


und der Complex 4. Ordnung zerfällt in die 2 Complexe 2. Ordnung: 
I12954 — EQ13 Ja — 0 en 
912934 — 89139 0 

deren jeder. die Geraden der Tetraederseiten nur noch einfach 

enthält. | 

Die Gleichungen der Complexe bleiben unverändert, wenn 
man von den Axencoordinaten „g“ auf die Strahlencoordinanten 
„PD“ übergeht, daher bleiben auch alle Verhältnisse, die sich auf 
die Seiten des Tetraeders beziehen, auch für die Ecken erhalten; 
es sind also auch die durch die Ecken gehenden sämtliche Ge- 
raden einfache Gerade des Complexes. 

Aus den erhaltenen 2 tetraedralen Complexen kann man mit 
Hilfe eines Parameters A eine 2-gliedrige Gruppe von tetraedralen 
Complexen bilden, in welcher alle Complexe das Tetraeder gemein- 
sam haben: 

91295. (1 +) — 913942 (E + IE?) = 
Die Geraden eines jeden Complexes werden von dem Tetraeder 
nach einem nur von X abhängigen Doppelverhältnisse geschnitten. 
Dieses Doppelverhältnis-kann aber den verschiedenen Gruppirungen 


der 4 Tetraederseiten entsprechend, 6 Werte annehmen, — daher 
kann jeder Complex als Bestandteil eines Complexes 12. Ordnung: 
Bad 213. 
B—co®—0 en 


(1 + a@)?(2 — a)’ (1 — 20)? 
betrachtet werden. 
Wir stellen uns die Aufgabe, den Wert des Parameters A 
durch das Doppelverhältnis « des Schnittpunktsystems auszudrücken 
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und dann das Doppelverhältnis als Parameter in den Büschel ein- 


“ zuführen. 


Zu diesem Zwecke braucht man nur die 4 Schnittpunkte 
einer Complexgeraden des obigen Büschels zu suchen, das zwischen 
ihnen bestehende Doppelverhältnis durch X auszudrücken und dann 
umgekehrt A als Funktion von « in die Gleichung des Büschels 
einzusetzen. 

Die Gleichung des $chhitipnäiketes einer beliebigen Geraden 
des Raumes (uv) mit der Seite z,=0 des Tetraeders wird in 
Ebenencoordinaten U dargestellt durch die Determinante: 

100 DED 
Us. UN 
VaySy VG 

OÖ, U50, U, 
Die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden mit z, =0 sind 
daher: 


— 0 


oz, —=0 s 
PZg, = —G5, 
PZ; = —— Gas 
PZ, = —— Qa3 


Durch das gleiche Verfahren gelangen wir zu den Coordinaten der 
Schnittpunkte mit 


Z=0 Zn z;—=0 
pZ, = 9 PZı — Qaa 02, — Qas 
pZ, = 0 PZ, — Q14 PZ, —= 
923 = Ga pz, — 0 PZ; — Q12 
pZ, — GQıs De Sr das pz, —=0 


Das Doppelverhältnis « kann nun aus folgenden 4 Werten gebildet 
werden: 


Er _Iı2 


Zı en ner FEN 

Das eine der 6 Werten des Doppelverhältnisses sei: 
dad Yye 
Is Gas 


Die beliebig angenommene Gerade muss aber eine Complex- 
gerade des Büschels sein, ihre Coordinaten müssen also die Glei- 
chung des Büschels befriedigen; verbindet man daher die eben 
erhaltene Gleichung für & mit der Gleichung des Büschels, so 
erhalten wir den gesuchten ELLE NE zwischen X und ©. 

Es wird: | 


10%) 


und die Gleichung des Büschels geht über in 
9129541 + 99139 0. 
Setzt man in dieser Gleichung anstatt & die Werte 

1 1 © — 1 & 

lee. co 

& 1—-—! © '’a—!1’ 
so entstehen die 6 Complexe, die zusammen den obigen Complex 
12. Ordnung bilden. 

Für = — eg «= —.e? fallen 3 dieser 6 Complexe zusammen 
und man erhält die 2 Complexe, auf welche das Verschwinden 
der Invariante 7 führte, 

Ist «= —-1, so werden die Complexe paarweise identisch 
und es entstehen 3 Complexe, deren Gerade das Tetraeder har- 
monisch schneiden: 


I129sa Tr 29,594, = 0 

91295. — 139, —I 

29129: + IQ, = 0 
Setzt man endlich «—=1, so fallen abermals je 2 Complexe zu- 
sammen und wir erhalten die Complexe: 


9 9 
71993, 7 0 
A DE 
91394 — 0 
> A 
7,95, — 0 


Dies sind die Gleichungen der einander gegenüber liegenden Kan- 
ten des Tetraeders — jede doppelt gezählt; &=1 führt also 
wirklich auf die Faktoren der Discriminante. 


Auf die Gleichung des tetraedralen Complexes gelangt man 
auch auf folgendem einfachen Wege: wenn man von der binären 
Gleichung, welche das Doppelverhältnis von 4 Punkten abcd 


ausdrückt: 
(ab) (de) 

(ac) (db) 
zum Quaternären übergeht, so entsteht die Gleichung des tetra- 
edralen Complexes, dessen Gerade das Tetraeder ABCD nach 
dem Doppelverhältnisse « schneiden: 

(ABuv) (CDuv) +«(ACuv) (DBuv) —=0 

Es ist nun leicht zu zeigen, dass die Fläche der singulären Punkte 


des Complexes nur aus den Seiten A,3B,C,D des Tetraeders be- 
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steht. Wir stellen zu diesem Zwecke nach einem Verfahren von 
Pasch, Crelle J. 76, die Geraden des Complexes durch eine Zernäre 
Gleichung dar. Es seien u,v die Ebenen eines Bündels mit den 
festen Ebenen m,n,r. 
u=km-+kn-+kr 
v=k,m+kın+k,r 
Dann ist 
(uv)a=Anr)r + Wrm)a + vImn)in 
Wo 
(RR — KR), = (&K'—Kıkz'), v= (Ak —K,k,‘) 
Setzt man diese Werte von (vv); in die Gleichung unseres Com- 
plexes ein, so verwandelt sich diese in eine Gleichung 4. Grades 
zwischen den Variabeln A, ı, v: 
(R (ABnr) + 1 (ABrm) + v (ABmn)) (A (DCnr) + w(DCrm) + 
+ v(DCmn))+«(A(ACnr) + „(ACrm) + v(ACmn)) (A(DBn) + 
+ u (DBrm) + v (DBmn)) ai) 
Um die singuläre Fläche zu erhalten, stellen wir die Bedin- 
gung auf, unter welcher der Complexkegel mit der Spitze (mnr) 
eine Doppelerzeugende hat. Es muss also die Discriminante der 
ternären Gleichung verschwinden. Zur Abkürzung sei: 
(ABnr)=a, DEnN-D, (ACın))=c "UMDDBnIern 
(ABrm) = a, (DErm)=B, (ACrm)=c, (DBrm) = d, 
(ABmn)=a, (DCmn)=b (ACmn)=c;, (DBmn)=d, 
Lassen wir die Discriminante der obigen Gleichung verschwinden: 
2a,b, + 2uc,d, a,b,+a,b,+a(c,d,+c,d,) a,d,;+a,b,+u(c,d,+c,d,) 
— a,b, +0,b, +@(c,d,+c,d,) 2a,b,+-2ac,d, a,b,+Q;b,+0(c,d,+c,d,)) —= 0 
a,b, +0,d,+0(0,d,+C,d;) Az05+Q3b;+0(0,dy+C,d,) 20,6, + 2ac,d, 
Diese Gleichung vereinfacht sich nun in: 


2 
9) 


| amd, Cl ar Da DC ar ah 
—NA ds b, C3 . ds b, di, — OR D, C5 d, . da Cy d, —( 
ab, C;| |a;b, d; b3 0, d;) | 3 0, d; 


Die Determinante 
Blue, AB) DES AezD 
2,» 1 | (ABaR). SIDE A GEM) 
asDyic, (ABmn) (DCmn) (ACmn) 
geht aber bei Berücksichtigung der Identität: 
(ACDm) (ABnr) + (ACDn) (ABrm) + (ACDr) (ABmn) == 
— (ACDB) (Armn) 


ee 


(ABCD).(Armn).(Crmn) 

über. Ebenso kann man die Werte der übrigen Determinanten 
ausdrücken: 

(abd) = (ABCD) (Brmn) (Drmn) 

(Dead) = (ABCD) (Crmn) (Drmn) 

(acd) = (ABCD) (Armn) (Brmn) 
Bezeichnet man die Spitze des Bündels (rmn) mit z, so ist die 
gesuchte Gleichung der singulären Fläche 


aa?) (ABCD): A..B..C..D —0 


Die Congruenz der singulären Linien besteht nur aus den 
Geraden, welche in den Ebenen des Tetraeders liegen, und durch 
die Ecken desselben gehen, denn bildet man den Complex 2. Ord- 
nung, der mit dem gegebenen Complexe die singulären Linien 
gemeinschaftlich hat, so ist dieser auch ein tetraedraler Complex 
mit dem nämlichen Tetraeder. Der singuläre Punkt auf einer Ge- 
raden der Tetraederseiten ist der 4. Punkt, der mit den 3 Durch- 
schnittspunkten der übrigen Seiten, das gegebene Doppelverhältnis 
bildet. In den 2 Complexen, auf die 7—0 führt und den 3 Com- 
plexen für diej—=0, erhält man diese Punkte, indem man nach dem 
im vorherigen $ angegebenen Verfahren aus den 3 Schnittpunkten 
mit den übrigen Seiten eine binäre Form bildet und die Covarianten 
Ar, bez. O3, dieser Form 3. Ordnung verschwinden lässt; die so 
erhaltenen Punkte sind wirklich äquianharmonisch, bez. harmonisch 
zu den gegebenen 3 Punkten. 


SET, 


Complexe, deren Gerade ein Pentaeder so schneiden, dass für 
das Schnittpunktsystem gewisse Invarianten verschwinden. 


Wir wenden nun unsere Betrachtungen auf das Pentaeder 
an und wollen jene Complexe untersuchen, auf welche die Inva- 
rianten der Gleichung 5. Grades führen. | 

Den 4 Fundamentalinvarianten A, B. C, R, der binären Form 
5. Ordnung entsprechen die 4 Complexe 10., 20., 30. und 45. Ord- 
nung und Classe: 

A—=(Huv=0); Du MUna=0 e= (tun) —0 
| . R=(dauv)?—=0 | 
Von den 4 Complexen hat zunächst R=0 eine einfache geome- 
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trische Bedeutung: die Geraden von R schneiden 4 Seiten des 
Pentaeders in 2 Invotutionspaaren, die 5. Seite in dem einen 
Doppelpunkte dieser Involution. Dabei können aber die Seiten in 
verschiedener Anordnung benutzt werden, darum zerfällt R in 
verschiedene Teilcomplexe; u. z. kann erstlich der Doppelpunkt 
auf jeder der 5 Seiten gewählt werden, dann kann man aber noch 
die übrigen 4 Seiten auf 3 Weisen in 2 Paare sondern, so dass 
auf ihnen die Involutiospaare liegen. So erhält man 15 verschiedene 
Anordnungen und der Complex R=0 zerfällt in 15 Complexe 
3. Ordnung. | 

Die „Seiten. des. Rentaeders seien. durch” A, As, Ay 
bezeichnet. Der Kürze halber wollen wir von nun an jene Seite, 
auf welcher der Doppelpunkt der Involution liegt, — Doppelpunkts- 
seite — nennen; von den übrigen 4 Seiten des Pentaeders mögen 
solche 2 Seiten, auf welchen ein Punktepaar der Involution liegt, 
zugeordnete Seiten, 2 andere Seiten dieser 4, nicht zugeordnete 
Seiten heissen. 

Um die 15 Teilcomplexe von R=-0 näher zu charakterisiren, 
betrachten wir einen derselben z. B. jenen, in welchem die Seiten 
A,, A, und die Seiten A,, A, des Pentaeders zugeordnete Seiten 
seien, während A, den Doppelpunkt liefere. Bezeichnen wir ihn 
mit R}’==0. Es ist nun leicht einzusehen, dass in diesem Complexe 
die Geraden, welche in der Seite A, des Pentaeders liegen, 
doppelt gezählt werden müssen, während jene, welche in A,, 
A,, A,, A, liegen, einfache Gerade des Complexes sind. 

Denn auf einer Gerade der A, liegen 4 Schnittpunkte mit A,, 
A,, A,, A,, welche 2 Paare einer Involution bestimmen, deren 2 
Doppelpunkte dann einzeln mit diesen ein Punktsystem bilden 
für welches R gleich O ist. Dagegen liegen auf einer Geraden der 
Seite A, 3 Punkte der Involution und der eine Doppelpunkt der- 
selben, wodurch nur ein einziger 4. Punkt der Involution so be- 
stimmt wird, das R verschwindet. 

Das Pentaeder hat 10 Ecken, von denen in jeder Seitenebene 
6, auf jeder der 10 Kanten 3 liegen. Man kann zeigen, dass alle | 
Geraden, die durch jene 6 Ecken hindurchgehen, welche in A, 
liegen, einfache Complexgerade sind. | 

Geht nämlich die Gerade durch eine Ecke der Seite A,, so 
fallen auf ihr 2 Elemente der Involution mit dem Doppelpunkte 
zusammen, dann sind aber die 2 anderen Elemente. der Involution 
unbestimmt, sie können daher in den Schnittpunkten der Geraden 
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mit den 2 übrigen Seiten angenommen werden. — Es folgt der 
angeführte Satz auch schon aus dem einfachen Grunde, dass der 
Complexkegel 3. Ordnung, der von einer Ecke der Seite A, aus- 
geht, /n 4 Ebenen zerfällt: in die doppeltzählende A, und in die 
2 andern Seiten dieser Ecke, es müssen daher sämtliche Geraden, 
die durch die Ecke gehen, Complexgerade sein. 

Auch weitere Gerade des Complexes sind leicht anzugeben. 
Verbindet man nämlich einen beliebigen Punkt der Kante (A, A,) 
mit einem beliebigen Punkte der Kante (A, A,), so fallen auf dieser 
Geraden beide Paare der Involution zusammen und der Doppel- 
punkt wird unbestimmt; er kann daher in dem Schnittpunkte dieser 
Geraden mit A, angenommen werden, also genügt diese Gerade 
der geforderten Bedingung. — Dasselbe findet auch bei den Ver- 
bindungsgeraden der Punkte der Kanten (A, A,) und (A, A,) statt, 
und wir können sagen: 

Der Complex Rs; =0 hat die Geraden der 2 Congruenzen 
1. Ordnung und T. Classe, deren Leitlinien die Kanten (A, A,), 
(A, A,) und (A, A,), (A, A,) sind, zu Complexgeraden. 

Man kann nun die Lage der 15 Complexe 3. Ordnung fol- 
gendermassen genauer bestimmen: 

Die 15 Complexe bilden 5 Gruppen zu drei. Complexe der- 
selben Gruppe haben die Geraden derselben Seite des Pentaeders 
zu doppeltgezählten Geraden, — die der übrigen Seiten zu ein- 
fachen Complexgeraden; sie besitzen die Geraden durch die 6 
Ecken derselben Seite zu einfachen Geraden; endlich enthält jede 
von ihnen 2 Congruenzen 1. Ordnung und 1. Classe, deren Leit- 
linien solche 4 Kanten des Pentaeders sind, in welchen sich nicht 
zugeordnete Seiten schneiden. 

Es zählen also im ganzen Complexe R==0 die Geraden jeder 
Pentaederseite 18-fach (X hat in der Tat für R den Wert 18), die 
Geraden durch die Ecken des Pentaeders dagegen 9-fach. Ebenso 
müssen die Geraden der 15 Congruenzen 1. Ordnung und 1. Classe, 
die dem Gomplexe R=0 angehören, doppelt gezählt werden, da 
jede Congruenz in 2 Teilcomplexen derselben Gruppe vorkommt; 
Complexe von verschiedenen Gruppen haben dagegen keine Con- 
gruenz gemeinsam. | 
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8. 4. 
Gerade der Complexe A, B, ©, R, welche die Kanten des 
Pentaeders treffen. 


Während wir schon aus der geometrischen Bedeutung von 
R=-0 auf einige wesentliche Eigenschaften des Complexes schlies- 
sen konnten, wissen wir von A=0, B=0 und C =0 vorderhand 
nur so viel, dass diese Complexe die Geraden der Pentaederseiten 
zu 4-, 8-, bez. 12-fachen Geraden haben, welche Zahlen den Werten 
von X entsprechen. Von diesen Complexen hat nun A=0 die Eigen- 
schaft in 2 Complexe 10. Ordnung zu zerfallen. Ist nämlich ?P==0 das 
Produkt der Gleichungen der 10 linearen speciellen Complexe, deren 
Axen die Kanten des Pentaeders sind, so ist der Complex, welcher der 
Discriminante (A— 642) der Form 5. Grades entspricht, gleich: 

A?—64B = P? \== numerische Const. 
B zerfällt also in: 

BAT 

B,=A—ıP=. 

Um nun die Lage der Complexe A, B, C, in Bezug auf das 
Pentaeder näher festzulegen, suchen wir zunächst jene Geraden 
der Complexe auf, welche die Kanten des Pentaeders treffen; mit 
der Lösung dieser Aufgabe wird gleichzeitig auch die Aufsuchung 
der durch die Ecken gehenden Geraden miterledigt. Dabei können 
wir von BD absehen, da nach dem OÖbigen die Geraden von 4, 
welche die Kanten schneiden, d. h., dem Complexe P=0 ange- 
hören, doppeltgezählte Gerade von B sind. 

Auf einer solchen Gerade hat die Form 5. Ordnung 2 zusam- 
menfallende Wurzeln; bei passender Wahl der binären Variabeln 
kann man dieses Schnittpunktsystem durch die Werte: 

al le 


9 


u 


darstellen, wo etwa jı dem doppeltzählenden Punkte entspreche. 
Es muss nun jı so bestimmt werden, dass für das System der 
Schnittpunkte eine der Invarianten A, C verschwinde. Zu diesem 
Zwecke setzen wir für A (£X=4) eine Covariante 2X 4—=$-ter 
Ordnung, fürC (X—6) eine Covariante 12. Ordnung einer binären 
Form 3. Ordnung gleich Null. Wir kommen also auf folgende 
Gleichungen: 
ae, A) 9°, Ay = eine Form 3. Ordnung. 
CO g°. (O+a.VER, Ry.P).(Q— X. Y— R,.9)= 0* 
* Vergleiche das entsprechende bei Clebsch M. A. B. IV. S. 304. 
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Lassen wir in diesen Gleichungen den ersten Faktor, d. i. die 
Potenz von 9 Null werden, so fällt der doppeltzählende Punkt 
mit einem Elemente von p zusammen; auf einer derartigen Geraden 
hat das Punktsystem 3 zusammenfallende Punkte, -- wir erhalten 
jene Geraden des Complexes, welche durch die Ecken des 
Pentaeders gehen. Man sieht zugleich, dass alle durch die Ecken 
gehenden Geraden in 

A) doppelt, 

B) 4-fach, 

C) 6-fach gezählt werden. 

Aus der Theorie der binären Form 5. Ordnung weiss man, 
dass dieser 3-fache Punkt mit dem Verschwindungselemente der 
Covariante j zusammenfällt, die sich in diesem Falle in die 3. Po- 
tenz eines linearen Ausdrucks specialisirt. 

Das Verschwinden der übrigen Faktoren von 1) liefert uns 
die Geraden, welche die Kanten des Pentaeders schneiden. Im 
Complexe A=0, wo die Seiten des Pentaeders 4-fache Gerade 
enthalten, muss von einem Punkte der Kante noch ein Kegel 
2. Ordnung ausgehen. Dieser wird aber in 2 Strahlenbüschel, d. h. 
2 Ebenen zerfallen, weil er durch die der Kante gegenüberliegenden 
Ecke des Pentaeders geht und hier einen Doppelstrahl hat. Analog 
hat der Kegel 6. Ordnung, der im. Complexe CE =0 von einem 
Punkte der Kante ausser den Seiten des Pentaeders noch ausgeht 
eine 6-fache Erzeugende, er zerfällt aiso in 6 Ebenen. Nun erhalten 
wir für AJu„—=0 wirklich 2 Werte von kp und für C=0 aus den 
entsprechenden Gleichungen 6 Werte, welche zur Bestimmung 
dieser Ebenen dienen. Ist nämlich ıı, das Doppelverhältns auf den 
gesuchten Geraden bekannt, so sind diese Ebenen leicht construir- 
bar. Man verbindet nur den angenommenen Punkt mit der der 
Kante gegenüberliegenden Ecke des Pentaeders, legt durch diese 
Gerade und durch die 3 Kanten, welche in dieser Ecke zusammen- 
kommen, 3 Ebenen, dann ist die 4. Ebene, welche mit diesen dreien 
das Doppelverhältnis j. bildet, die gesuchte Ebene. So findet man 
aus jedem Punkte der Kante 2 Ebenen für A=0, dieselben, 
doppelt gezählt für B—-0 und auf selbem Wege 6 Ebenen für 
ed, | 

Nachdem wir den von einem Punkte der Kante ausgehenden 
Complexkegel untersucht haben, gehen wir zu den dualen Betrach- 
tungen über, und bestimmen jene Geraden der Complexe 4, C, 
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welche in einer durch eine Kante des Pentaeders gelegten Ebene 
liegen. 

Im Complexe A=0 zerfällt die Complexcurve 10. Classe 
einer derartigen Ebene in die 3 doppeltzählenden Ecken, welche 
auf der Kante liegen und in eine Curv 4. Classe, welche sich 
wieder, den 2 Werten von y entsprechend, in 2 Kegelschnitte 
auflöst. 

Da Ay„=0 die 2 Werte u==—s, —e? liefert, (—=1) haben 
die 2 Kegelschnitte die Eigenschaft, dass auf ihren Tangenten die 
Invariante / der 4 Schnittpunkte verschwindet. Auf diesen Gera- 
den kann die Gleichung des Punktsystems dargestellt werden 
durch die Gleichung: 

z (1 — 2)—=0 
Die 2 Kegelschnitte berühren die Kante und die Schnittgeraden 
der angenommenen Ebene mit den 3 übrigen Pentaederseiten in 
je einem Punkte, welcher äquianharmonisch liegt zu den 3 andern 
Punkten auf diesen Geraden. Die zwei Kegelschnitte sind also 
hinreichend bestimmt. 

Von jedem Punkte der Kante kann man eine Tangente an 
jeden Kegelschnitt legen, die 2 Ebenen, welche diese Tangenten 
mit der der Kante gegenüber liegenden Ecke des Pentaeders ver- 
binden, sind die 2 Ebenen, in welche der Complexkegel dieses 
Punktes zerfällt und die wir oben schon auf andern Wege con- 
struirt haben. Auf der Kante sind 2 ausgezeichnete Punkte, die 
Berührungspunkte der beiden Kegelschnitte, von diesen geht nur 
noch eine Tangente aus und von den 2 Ebenen, in welche der 
Complexkegel dieser Punkte zerfällt, geht die eine durch die Kante 
selbst. | 

Dreht sich die angenommene Ebene um die Kante, so bleiben 
die 2 Berührungspunkte der Kegelschnitte unbeweglich; geht nun 
die Ebene durch die der Kante gegenüber liegenden Ecke des 
Pentaeders, so zerfallen die 2 Complexkegelschnitte in 2 Punkte- 
paare, welche aus dieser doppeltgezählten Ecke und je einem der 
Berührungspunkte bestehen. 

Im Complexe 3=0 erscheinen dieselben beiden Kegelschnitte: 
doppelt gezählt. 

Ähnliche Verhältnisse ergeben sich im Complexe C=0, wo 
die Complexcurve 30. Classe einer durch die Kante des Pen- 
taeders gelegten Ebene in die3 6-fach gezählten Ecken dieser 
Kante und in eine Curve 12. Classe zerfällt; letztere speciali- 
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sirt sich wieder den 6 Doppelverhältnissen entsprechend in 6 Ke- 
gelschnitte. 

Was nun den Complex R==-0 betrifft, so haben wir schon 
gesehen, dass die Geraden durch die Ecken des Pentaeders 9-fach, 
die in den Seiten liegenden 18-fach zählen. Der Complexkegel 
9. Ordnung der noch von einem Punkte der Kante ausgeht, hat 
daher eine 9-fache Erzeugende, er zerfällt infolgedessen in 9 
Ebenen. Von diesen vereinigen sich aber noch 6 zu 3 doppelt- 
zählenden Ebenen. Man kann die Lage dieser 3 einfachen und 
3 doppelt zu rechnenden Ebenen genau angeben. 

Betrachten wir etwa die Kante (A, A,)! In denjenigen 6 Com- 
plexen 3. Ordnung, in welchen entweder A, oder A, die Doppel- 
punktsebene ist, kann von einem Punkte der Kante keine weitere 
Ebene mehr ausgehen. Liegt dagegen der Doppelpunkt auf einer 
andern Seite des Pentaeders, so geht von einem Punkte der Kante 
noch eine Ebene aus. In den 6 Complexen, in welchen A, und A, 
nicht zugeordnete Ebenen sind, also in Ri‘, RY, Ri’, RY, Rs, R5,, 
ist die Kante (A, A,) die eine Leitlinie derjenigen Congruenzen 
1. Ordnung 1. Classe, die wir im vorherigen 8. gefunden haben. 
Man erhält also die gesuchte 3. Ebene in diesen 6 Complexen» 
indem man durch die 3 Kanten, die sich in der der Kante (A, A,) 
gegenüberliegenden Ecke schneiden, und die 2. Leitlinie der 
entsprechenden Congruenz darstellen, je eine Ebene legt. So er- 
halten wir 6 Ebenen welche paarweise zusammenfallen. 

In den noch übrigen 3 Complexen hat die gesuchte Ebene 
die Eigenschaft, dass auf ihren Geraden das Punktsystem ein har- 
monisches ist; denn es fallen auf diesen Geraden 2 Punkte eines 
Involutionspaares in dem angenommenen Punkte zusammen, bil- 
den also einen Doppelpunkt der Involution, dann liegen aber die 
Elemente des anderen Involutionspaares zu diesen Punkt und zu 
den 2. Doppelpunkt, der der Schnittpunkt mit der 5. Seite ist, 
harmonisch. Für diese Ebene hat also j. den Wert —i und man 
kann nun diese 3 Ebenen nach dem früheren Verfahren bestimmen. 

Betrachten wir nun die dualen Verhältnisse. 

Lest man durch eine Kante des Pentaeders eine Ebene, so 
zerfällt die Complexcurve 45. Classe dieser Ebene in die 3 
11-fach gezählten Eckpunkte der Kante, in 3 Kegelschnitte, 
_ auf deren Tangenten das Punktsystem ein harmonisches ist 
und endlich in 3 doppeltzählende Punkte. 
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Um dies einzusehen, untersuchen wir einen der Complexe 
3. Grades, in welche R= 0 zerfällt, z. B. den Complex R}=0. Die 
Gleichung dieses Complexes kann man bis auf einen numerischen 
Faktor durch die Coefficienten der Pentaederseiten leicht angeben. 
Nach Clebsch (Binäre Formen, Seite 356) wird ein Faktor der 
Invariante R durch die Verschwindungselemente der binären Form 
5. Grades in folgender symmetrischer Form dargestellt: 
RE = (ea) (ed) (bc) + (eb) (ed) (ac) + (ea) (ec) (ba) + (eb) (ec) (ad) 

Gehen wir zum Quaternären über, wobei wir unsere frühere 
Bezeichnung der Pentaederseiten behalten wollen, so verwandelt 
sich R“ in eine simultane Invariante der linearen Ausdrücke u,, V,, 
Az, Ass, Az .... und wir erhalten den Complex 3. Orduung 
Ry= (4,4, uv) (4, A,uv) (4,4,uv) + (4, A,un) (4,4,uv) (4,4, u) + 
—+ (4,4, uv) (4,A, uv) (4,A, uv) + (4,4, uv) (4,4, uv) (A,A, uv)—=0 
Legen wir nun durch die Kanten des Pentaeders Ebenen! 

l. Die Ebene geht durch die Schnittlinien zweier zugeordneten 
Seiten: 

u=4A, +44, 
Setzen wir diesen Wert von u in die Gleichung des Complexes 
ein, dann erhalten wir die Gleichung der Complexcurve in den 
Variabeln v: 
4 .(4,4,4,0). (454,04, —+44,)v) (424,4, 0) — (A,A,lA, + 44,0) A,4A,4,0) er 

+(4543 (A, +3.4,) 0) (4,444, 0)— (4,4; (A, +4 4,)0) (A, AA, v)|=0 
Hier lässt sich der Ausdruck in der eckigen Klammer zusammen- 
ziehen und die Complexcurve 3. Classe zerfällt in die Ecke (4,4, A,v) 
der Doppelpunktsebene A, welche auf der Kante (A,4,) liegt, und 
in einen Kegelschnitt: | 
(A4,4,(A, +%A,)v) (4,44, v) + (A,d, (A, +%4,) v)(424,A,v)—= 0 
Dieser Kegelschnitt berührt die Seiten A,, A,, A;, A,, A, des Penta- 
eders; auf den Tangenten dieses Kegelschnittes muss das Punkt- 
system ein harmonisches sein, weil auch hier 2 Punkte eines In- 
volutionspaares auf der Kante (4,A,) zusammenfallen. 

Ähnliche Kegelschnitte treten in den 2 Complexen R!? und 
RY auf. So entstehen 3 Kegelschnitte, die von Complexgeraden 
umhüllt werden, auf welchen die Invariante j der 4 Punkte des 
Systems verschwindet. 

Il. Die Ebene geht durch die Schnittlinie zweier nicht zuge- 
ordneten Seiten: 
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u=A, +4, 
Jetzt fällt das 2. Glied der Gleichung fort, und da 
(4,434, 0) (4,4, (A, +R4,) v)— (A,4,4, v) (A,A, (A, +44,)v) — 
nn (4,4,4, v) (4,4, (A, +A4,) v), 
erhalten wir die Complexcurve: 
2(4,4,4, v)" (4,4, (A, ng AA,) v) a; 0 
Die Complexcurve zerfällt also in die auf der Kante liegende 
Ecke der Doppelpunksebene A, — doppelt gezählt, — und in den 
Schnittpunkt der angenommenen Ebene mit der Kante (4,4,). 
In dieselben Punkte zerfällt die Complexcurve des Complexes 
Rs‘, während in den noch übrigen 4 Complexen, in welchen A, 
und A, nicht zugeordnete Seiten sind, die 2 andern Ecken der 
Kante (4,4,) und die Schnittpunkte mit den Kanten (4,4,), (4,4,) 
die zerfallenden Complexcurven darstellen. 
| Ill. Die Ebene geht durch eine Kante der Doppelpunkts- 
ebene A,: ! 
u=4A, +14, 
Dann zerfällt die Complexcurve in die 3 Ecken, welche auf dieser 
Kante liegen: 
222 (4,4,4,v) (A,4,A, v).(4,4,4, ) =0 
Die Kante (A,A,) kann aber in 6 Complexen eine Kante der Dop- 
pelpunktsebene sein, nämlich in je 3 Complexen, in welchen ent- 
weder A, oder A, den Doppelpunkt der Involution liefert, darum 
zerfällt die Complexcurve 6-mal in die obigen 3 Punkte. 
Indem wir nun die Resultate dieser 3 möglichen Fälle in 
Betracht nehmen, ergibt sich das vorher angeführte Zerfallen der 
Complexcurve 45. Classe. 


SERIEN 


Der Complexkegel eines beliebigen Raumpunktes, die Complex- 
curve einer beliebigen Ebene der Complexe A, B, CO, R. 


Bei der Untersuchung des Complexes R} im vorigen 8. sind 
wir zu dem merkwürdigen Ergebnisse gelangt, dass die Geraden, 
welche durch die Ecke (4,A,A,) des Pentaeders hindurchgehen; 
je nachdem sie in einer. Ebene (A, +A4A,) oder (4, +A4A,) ange- 
nommen werden, — doppelt oder einfach gezählt werden müssen. 
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Dies führt auf den Schluss, dass der Complexkegel eines belie- 
bigen Raumpunktes in jener Ebene, welche den Punkt mit der 
Kante (A,A,) verbindet, 2 unendlich nahe Erzeugende besitzt, d.h. 
dass die Ebene (A, +AA,) den Complexkegel berührt; u. z. ist die 
Berührungserzeugende jene Gerade, welche den Punkt mit der 
Ecke (A,A,A,) verbindet. 

Dass dies in der Tat der Fall ist, bestätigt sich, wenn man 
die Tangentenebene eines Complexkegels längs dieser Erzeugenden 
wirklich aufsucht. Dabei wollen wir unseren Complex R;, in der 
einfacheren, zwar unsymmetrischer Gestalt schreiben, die aus der 
Form hervorgeht, die Hermite für einen Faktor der Invariante R 
angibt (Clebsch, binäre Formen Seite 356): 

Bi —2.(4,4, wv) (4,4, uv) (A, A, uv) + (A,A, uv).(A,A, uv) (A,A,uvV)—= 0 
Der Tangentialcomplex einer beliebigen Geraden (u‘v‘) ist durch 


folgende Gleichung dargestellt: 


OR® | | 
g" — (4,4, uwv) (A,A,u'v') (4, A, u‘v‘) + (A,A,uv) (A,A, u‘v‘) (A, A, uw! — 
ck 


gi. 

—+ (4,4,uv) (A,A, u‘v‘) (A,A,w'v)) 4 (4A,A, uv) (A,A,w’v‘) (A,A,uv) + 

— (4,4, u) (4,4, nv‘) (A,A,u'v) + (4,4, uv) (4,4, u'v') (A,A, ud )—= 0 

Führen wir nun in diese Gleichung für (u'v') die Coordinaten der 

Geraden ein, die durch die Ecke (A,A;A,) geht. Diese Coordinaten 

können wir unserem Zweke entsprechend in folgender Weise dar- 
stellen: 

Zwei Ebenen durch die Ecke (A,A,A,) haben die Coordinaten: 
une kAPERAN HR AP i=1,2,3, 4 
ve k AN LEADER SAN 

Dann ist 
(vy—=r(4,4)® Hp (A,A)DHYlAAY® 
wo 
\—=kky—kk', n—=kKK,)—KK, V=Kıky— RR 
ist. Setzt man nun (w'v‘); in den Tangentialcomplex ein, so ergibt 
sich: " 


R! 
— 22 (A, Ayuv). [(4,4,4, 43). (4,4, Ar Ab)] 


ek 


Ag d 


Der Tangentialcomplex von Ry ist also proportional dem line- 
aren speciellen Complexe (A,A, uv)—2p (Au Ay — Au Ay) = 0. 
Ist nun x ein gegebener Raumpunkt, so erhalten wir die 
Berührungsebene des Complexkegels längs der Erzeugenden (xy), 
indem wir x in den Tangentialcomplex (Ay, Ay — Au A) = 0 ein- 


m) 


setzen. Dann ist die gesuchte Berührungsebene in den Variabeln y: 


ee Ayı —=( 
oder . 

Ay — 0A, 0 o= Constante 
d. i. eine durch (A,A,) gehende Ebene. 

Wenn wir nun alle Kanten des Pentaeders in derselben Weise 
untersuchen, so ergibt sich das Resultat: 

Die Ebenen, welche einen beliebigen Raumpunkt mit den- 
jenigen 4 Kanten des Pentaeders verbinden, in welchen sich 
zwei nicht zugeordnete Seiten schneiden, sind Berührungs- 
ebenen an den durch den Raumpunkt gehenden Kegel. 

Durch unsere bisherigen Betrachtungen ist der Complexkegel 
3. Ordnung eines beliebigen Raumpunktes im Complexe R% in 
mehr als hinreichender Weise rein geometrisch definirt. Ausser 
den eben bestimmten 4 Tangentenebenen des Kegels kennen wir 
nämlich erstlich 6 Erzeugende, welche die Ecken des Pentaeders 
mit dem Raumpunkte verbinden, dann sind uns 4 Tangenten an 
jene 2 Kegelschnitte bekannt, die in den durch die Kanten (4,A,) 
und (A,A,) gelegten Ebenen liegen und endlich kennen wir noch 
2 Gerade, welche je 2 Kanten des Tetraeders treffen. Dadurch ist 
uns mehr als die nötige Anzahl (9) von Bestimmungsstücken 
eines Kegels 3. Ordnung gegeben. 

Im Complexe A=0 trifft jede Kante 10 Erzeugende eines 
Complexkegels: 3 Doppelerzeugende durch die 3 Ecken der Kante, 
und 4 Erzeugende, welche die Tangenten an die 2 Complexkegel- 
schnitte sind, die in der durch die betreffende Kante gelegten 
Ebene liegen. Dies ergibt zusammen 70 Bedingungen (10 Doppel- 

hr 10,43 
erzeugende — 30, 40 Tangenten — 40) während nur Ko 109 
zur Bestimmung des Kegels gefordert sind. Der Kegel ist also auch 
hinreichend definirt. 

Dagegen ist der Complexkegel in B=0 und C=0 noch 
unbestimmt, denn in B=0 liefern die Erzeugenden durch die 10 
4-fach gezählten Ecken 100 Bedingungen, die 40 Tangenten an 
die 2 doppelt gezählten Kegelschnitte 120 Bedingungen, im Ganzen 
220 Bedingungen. Hier ist aber die notwendige Anzahl der Be- 
 stimmungsstücke rl) Ebenso ist der Complexkegel in 
C—=0 durch die 6-fach gezählten Geraden, die durch die 10 Ecken 
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hindurch gehen, und die 10-mal 12 Tangenten an die betreffenden 
6 Kegelschnitte nicht genügend bestimmt. 

Zu ähnlichen Ergebnissen gelangt man, wenn man die Com- 
plexcurve einer beliebigen Ebene untersucht. 

Durch die Schnittlinien dieser Ebene mit dem Pentaeder, und 
durch die Tangenten, welche von den Ecken des in der Ebene 
liegenden Fünfseits an die Complexcurve gehen, ist dieselbe im 
Complexe RY und in A genügend bestimmt, während die Com- 
plexcurven von B=0 und C=0 noch nicht hinreichend definirt 
sind. | : 

Wir werden im Folgenden eine Methode angeben, durch 
welche man eine beliebige Anzahl von Geraden der Complexe 
A, B, C, R finden kann, ohne Gleichungen von höherem Grade 
als vom vierten, lösen zu müssen 


8. 6. 


Gerade, welche ein Polyeder nach vorgeschriebenen Doppel- 
verhältnissen schneiden. 


Der projektive Charakter von 5 Punkten 1, 2, 3, 4, 5 ist durch 
2 Doppelverhältnisse, etwa (1 234) und (1 2 3 5) gegeben. Suchen 
wir jene Geraden, die bei gegebener Anordnung ein Pentaeder 
(A,4,4,4,A,) nach 2 vorgeschriebenen Doppelverhältnissen treffen, 
so erhalten wir folgendermassen die Lösung: wir bestimmen zunächst 
diejenigen Geraden, die 4 Seiten des Pentaeders, A, A, 4, A, nach 
einem der gegebenen Doppelverhältnisse schneiden; diese Geraden 
bilden einen tetraedralen Complex. Darauf suchen wir einen zweiten 
tetraedralen Complex, dessen Gerade die Seiten A, A, 4, A, nach 
dem zweiten Doppelverhältnisse treffen. Die Congruenz 4. Ordnung 
und 4. Classe der gemeinsamen Geraden liefert uns die gesuchten 
Geraden. 

In jeder beliebigen Ebene des Raumes liegen 4 solche Gerade, 
nämlich die gemeinsamen Tangenten der 2 Complexkegelschnitte 
der Ebene; von diesen 4 Tangenten fallen aber 3 in die Seiten 
A,4,A, des Pentaeders, es bleibt also eine einzige gemeinsame 
Tangente als Lösung der Aufgabe übrig. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen 4 Gerade der Con- 
gruenz, die 4 Erzeugende der 2 sich schneidenden Complexkegel 
2. Ordnung. Aber von diesen geht eine durch die gemeinsame 
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Ecke A,4,A, der 2 Tetraeder, es bleiben also noch 3 Erzeugende 
übrig. Wir haben den Satz: 

Die Geraden, deren Schnittpunktsystem mit den‘ Seiten 
des Pentaeders bei vorgeschriebener Anordnung einem gege- 
benen System von 5 Punkten projektivisch ist, bilden eine 
Congruenz 3. Ordnung 1. Classe. 

Durch jeden Punkt des Raumes gehen also im Allgemeinen 
3 Gerade. Legt man nun durch 2 dieser Geraden eine Ebene, so 
haben die in ihr liegenden 2 Kegelschnitte 5 gemeinschaftliche 
Tangenten, nämlich 3 in den Seiten A,, A,, A, und die 2 Geraden, 
durch welche die Ebene gelegt wurde; die beiden Kegelschnitte 
fallen daher zusammen und alle Geraden die diesen einen Kegel- 
schnitt berühren, entsprechen den vorgeschriebenen Bedingungen. 
Das’ Zusammenfallen der beiden Kegelschnitte findet aber immer 
statt, sobald die 2 gegebenen Doppelverhältnisse gerade diejenigen 
Werte haben, welche den Wurzeln jener Gleichung zukommen, 
die durch das Fünfseit dargestellt wird, welches die gegebene 
Ebene aus dem Pentaeder ausschneidet. Dann vereinigen sich die 
beiden Kegelschnitte zu dem einen, der dieses Fünfseit berührt. 
Solche singuläre Ebenen, in welchen unendlich viele Gerade der 
Congruenz 3. Ordnung 1. Classe liegen, gibt es also durch jeden 
Punkt drei. Sie bilden eine abwickelbare Fläche 3. Classe; die 
Schnittlinien zweier Berührungsebenen dieser Fläche erzeugen die 
obige Congruenz 3. Ordnung 1. Classe. 

Zu demselben Resultate gelangt man, wenn man von dem 
Zusammenhange ausgeht, der zwischen der kubischen und linearen 
Transformation innerhalb unserer geometrischen Interpretation be- 
steht. 

Bei der kubischen Transformation wird durch eine gegebene 
Gleichung ein Polyeder im Raume festgelegt, dessen Seite eine 
abwickelbare Fläche 3. Classe berühren. Nun hat unsere kubische 
Transformation die Eigenschaft, dass innerhalb derselben den //ne- 
aren Substitutionen die Punktsysteme auf der Schnittlinie zweier 
Tangentenebenen dieser abwickelbaren Fläche entsprechen. Fixirt 
man also eine Berührungsebene dieser Fläche, so schneiden die 
übrigen Tangentenebenen auf ihr eine Curve 2. Classe aus, auf 
deren Tangenten, — als Schnittlinien zweier Berührungsebenen — 
linear transformirte Punktsysteme entstehen, denen daher dieselben 
Doppelverhältnisse zukommen, wie der durch das Polyeder reprä- 
sentirten Gleichung. In der fixirten Ebene entseht als Schnittge- 
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bilde mit dem Polyeder ein Vielseit, dessen Seiten ebenfalls von 
dem Keselschnitte berührt werden. Dann kommen aber der Glei- 
chung,‘ welche durch dieses Vielseit dargestellt wird (nach der 
Theorie der quadratischen Transformation in der Ebene) dieselben 
Doppelverhältnisse zu, wie den Punktsystemen auf den Tangenten 
des Kegelschnittes, d. h. dieselben wie der gegebenen Gleichung. 
Die Ebenen also, in denen die Gleichung des Vielseits durch 
dieselben Doppelverhältnisse charakterisirt wird, wie die ge- 
gebene Gleichung, sind Tangentialebenen jener abwickelbaren 
Fläche 3. Classe, welche das Polyeder berührt. 

Ist inbesondere durch eine Gleichung 5. Grades ein Penta- 
eder festgelegt, so gibt es =? abwickelbare Flächen 3. Classe, die 
dieses Pentaeder berühren. Den = * Doppelverhältnispaaren, welche 
zwischen den Wurzelpunkten einer Gleichung 5. Grades bestehen 
können, entsprechen eben diese =? abwickelbare Flächen, — welche 
sodann durch die Schnittlinien je zweier ihrer Tangentenebenen =? 
Congruenzen 3. Ordnung 1. Classe erzeugen. Ist also eine Glei- 
chung 5. Grades gegeben, die wir in eine andere transformiren 
wolien, so dass zwischen den Verschwindungselementen der neuen 
Gleichung bei vorgeschriebener Anordnung 2 bestimmte Doppel- 
verhältnisse bestehen sollen, so bilden die Geraden auf welchen 
das Punktsystem die geforderte Eigenschaft hat, eine Congruenz 
3. Ordnung 1. Classe, die erzeugt wird durch die Schnittgeraden 
je zweier Tangentenebenen einer abwickelbaren Fläche 3. Classe. 

Diese Betrachtungen kann man auch auf die Gleichung 6. 
und 7. Grades anwenden, (für welche noch die kubische Substi- 
tution genügt), und jene Geraden aufsuchen, die ein gegebenes 
Sechsflach nach 3, ein Siebenflach nach 4 vorgeschriebenen Doppel- 
verhältnissen schneiden. 

Das Sechsflach sei durch (A,A,A,A,A,A,) bezeichnet und der 
projektive Charakter des Punktsystems durch die 3 Doppelver- 
hältnisse (1234), (1235), (1236) gegeben. 

Um die fraglichen Geraden aufzufinden, bestimmen wir zu- 
nächst jene Geraden, welche die Seiten A,, A,, A;, A,, A, nach 
den 2 ersten gegebenen Doppelverhältnissen schneiden. Dadurch 
ist eine Congruenz 3. Classe 1. Ordnung, d. h. eine abwickelbare 
Fläche 3. Classe bestimmt, in deren Tangentenebenen die gesuchten 
Geraden Kegelschnitte umhüllen. Durch das dritte Doppelverhältnis 
(1236) ist aber in diesen Tangentenebenen ein zweiter Kegel- 
schnitt gegeben, welcher ‘die Seiten A,, As, As, A, berührt; die 
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vierte gemeinschaftliche Tangente der beiden Kegelschnitte, die 
nicht in die Seiten A,, A,, A, fällt, ist eine gesuchte Gerade. 

So erhalten wir in den Tangentenebenen der abwickelbaren 
Fläche, welche (A, A, A, A, A,) berührt, oo viele Gerade; diese 
Geraden bilden die eine Schar der Erzeugenden einer Regel- 
Fläche 2. Ordnung, u. z. diejenige Schar, von deren Erzeu- 
genden2 Tangentenebenen an die abwickelbare Fläche 3. Classe 
gehen. 

Dies ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, dass durch die 
Seiten A,, As, A,, A,, A, und durch die 2 Doppelverhältnisse (1234), 
(1236) eine zweite abwickelbare Fläche 3. Classe bestimmt wird, 
die mit der ersten die Tangentenebenen A,, A,, A,, A, und die 
gesuchten oo! Geraden gemeinsam hat. Dann müssen aber die 2 
abwickelbaren Flächen 3. Classe eine gemeinsame Fiäche 2. Grads 
umschreiben. Denn, nimmt man von den & vielen gemeinsamen 
Geraden 2 Gerade willkürlich an, so sind auf diesen, durch die 
Schnittpunkte mit dreien der gemeinsamen Tangentenebenen der 
2 Flächen 3. Classe, 2 projektive Punktreihen gegeben, die eine 
Fläche 2. Ordnung bestimmen. Diese Fläche wird von beiden ab- 
wickelbaren Flächen umschrieben, weil beide mit ihr 7 Ebenen 
gemeinschaftlich haben (die 3 Ebenen, die die Projektivität be- 
stimmten, und je 2 Tangentenebenen durch die 2 angenommenen 
Geraden). Nimmt man nun 2 andere Geraden von den gemein- 
samen Geraden der 2 Flächen 3. Classe an, so erhalten wir durch 
projektive Erzeugung wieder eine Fläche 2. Grades, welche aber 
mit der früheren zusammenfallen muss, weil ihr dieselben 2 ab- 
wickelbare Flächen 3. Classe umschrieben sind. Es müssen daher 
alle die oo! gemeinsamen Geraden auf der nämlichen Fläche 2. 
Grades liegen, und zwar bilden sie, da sie die Schnittlinien zweier 
Tangentenebenen an jede der heiden abwickelbaren Flächen sind, 
die eine Schar der Erzeugenden; die andere Schar wird durch die 
Verbindungslinien entsprechender Punkte der Projektivität erzeugt. 
Durch die letzteren Erzeugenden geht nur eine Tangentenebene 
an jede der 2 abwickelbaren Flächen. 

Wir sehen daraus, dass die Geraden, die ein Sechsflach 
bei gegebener Anordnung nach 3 vorgeschriebenen Doppelver- 
hältnissen schneiden, die eine Schar der Erzeugenden einer 
Fläche 2. Grades bilden. 

Wenn wir nun zum Siebenflach (A, A, A, A, A, A, A,) über-, 
gehen und dazu die 4 Doppelverhältnisse (1234), (1235), (1236) 
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(1237) angeben, so bleibt uns noch übrig, die gemeinsamen Ge- 
raden zweier Flächen 2. Grads aufzusuchen. 

Die Erzeugenden der einen Fläche 2. Grads schneiden die 
Seiten A,,A,, 4, 4, Ay As nach. 3 der.gegebenenDoppelver- 
hältnissen, die der anderen Fläche 2. Grades, die Seiten A,, A,, As, 
A,, A,, A, nach den entsprechenden 3 Doppelverhältnissen. Die 
2 Flächen haben eine abwickelbare Fläche 3. Classe gemeinsam, 
nämlich jene, die die Seiten A,, A,, A,, A,, 4, berührt und durch 
die Doppelverhältnisse (1234), (1235) charakterisirt ist; die 2 
Flächen müssen daher noch einen Ebenenbüschel gemeinschaftlich 
haben, deren Axe jener Schar von Erzeugenden angehört, von 
welchen 2 Tangentenebenen an die abwickelbare Fläche 3. Classe 
ausgehen. Diese Axe entspricht daher den geforderten Bedingungen 
und ist die einzige Lösung der Aufgabe. 

Es gibt also eine einzige Gerade im Raume, deren Schnitt- 
punktsystem mit den Seiten eines Siebenflachs bei gegebener 
Anordnung einem gegebenen Systeme von 7 Punkten projek- 
tivisch Ist. 


SAN 


Gerade der Complexe A=0, B—=0, C=0, R=0, welche 
vier Seiten des Pentaeders nach einem gegebenen Doppeiver- 
hältnisse schneiden. 


Die Betrachtungen des vorigen 8. insofern sie sich auf die 
Gleichung 5. Grades beziehen, geben uns eine Methode zur Hand, 
mit welcher wir beliebig viele Gerade unserer Complexe 10., 20., 
30., 45. Grades bestimmen können, ohne Gleichungen von höherem 
Grade als vom vierten, lösen zu müssen. 

Ist nämlich von den 2 Doppelverhältnissen, welche die pro- 
jektive Lage der 5 Punkte einer Gleichung 5. Grades bestimmen, 
das eine Doppelverhältnis jı gegeben, so kann dass zweite Doppel- 
verhältnis v immer so berechnet werden, dass für das Punkt- 
system eine der Invarianten A, 3, C, R verschwinde. Durch 1. und 
y ist dann aber eine Congruenz 3. Ordnung 1. Classe bestimmt 
und indem wir für fı alle möglichen Werte annehmen, erhalten 
wir oo viele Congruenzen, deren Gerade zusammen den fraglichen 
Complex geben. 
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Die Gleichungen aber, welche zur Berechnung von v dienen, 
erhalten wir auf folgender Weise. 
Sind die 5 Punkte des Punktsystems durch die Werte 
a I a ey 
dargestellt, und sucht man den 5. Punkt v so, dass eine von 
unseren Invarianten verschwinde, so braucht man nur eine Cova- 
riante X-ter Ordnung einer Form 4. Ordnung gleich Null zu setzen 
und daraus die Unbekannte zu berechnen. Dies führt auf folgende 
Gleichungen: 
mr A) 2 op te. A=0 = Gleichung 4. Ordnung 
für 3) Das Produkt zweier solcher Formen 4. Ordnung = 0 
für C) Das Produkt dreier solcher Faktoren a 
für R) Ty-mal ein Produkt dreser ähnlichen Faktoren == (* 
Diese Gleichungen zerfallen aber alle in Faktoren 3. und 4. 
Grades; den Wert von v kann man also aus algebraisch lösbaren 
Gleichungen berechnen. 
Man bekommt demnach: 
4 Werte für den Complex A=0 
8 » » » » B=0 
12 » » » » (de=l 
18 » » » » R=--(, 
welche Werte ebensoviele Congruenzen bestimmen. 
So erhalten wir in jeder Ebene 4 Gerade des Complexes A—=(, 
8 Gerade von B=0, 12 Gerade von C=0 und 18 Gerade des 
Complexes R=0. Durch jeden Punkt gehen: 
12 Gerade des Complexes A=0 


24 » » » B==,0 
SOuWw AD » » C=0 
54 » » » R=0 


Diese Zahlen stimmen in der Tat mit der Anzahl gemein- 
samer Geraden überein, welche der durch jı gegebene tetraedrale 
Complex mit den Complexen A, B, C, R, haben kann, wenn man 
die in die Seiten des Pentaeders fallenden in Abzug bringt. In 
einer beliebigen Ebene ist die Anzahl der gemeinsamen Tangenten 
der beiden Complexcurven: 

4) 2.10 —4. 4= 4 
D)n2s 20: mA. &=8 


* Math. A .B. IV. S. 301. 
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C) 2.30 — 4.12 = 12 

R): 2.45 — 4.18 =13 
Durch einen beliebigen Punkt gehen die gemeinsamen Erzeugenden: 

A) 2,10 462# = 12 * Vielfachheit der Ecken 

B) 2.20 —4.4 =24 

C) 2.30 —4.6 = 36 

R) 2.45 —4.9 = 54 
Ist das gegebene Doppelverhältnis —1, so zerlegtsich der tetraedrale 
Complex in die Geraden, welche 2 Kanten des Pentaeders treffen 
und man erhält immer diejenigen Lösungen vereinigt, welche 2 
verschiedenen Kanten entsprechen; deshalb haben wir diese Auf- 
gabe schon früher auf anderem Wege gelöst. 

Die Betrachtungen des vorigen 8. erhalten eine erhöhte Wich- 
tigkeit dadurch, dass sie auch über die Lage der singulären Ele- 
mente des Complexes Aufschluss geben. 

Die singulären Geraden eines Complexes sind die Doppel- 
tangenten der Complexcurven, die in den zugeordneten singulären 
Ebenen liegen und die Complexcurve in dem singulären Punkte 
berühren. 

Die Lage dieser Doppeltangenten können wir nun mit Hilfe 
unserer früheren Betrachtungen angeben. 

Unser Complex wurde dadurch erzeugt, dass wir dem 
Doppelverhältnisse ı alle möglichen Werte gaben, wodurch © viele 
abwickelbare Flächen 3. Classe bestimmt wurden, in deren Berüh- 
rungsebenen die Geraden der entsprechenden Congruenz 3. Ord- 
nung 1. Classe einen Kegelschnitt umhüllten; aus solchen Geraden 
ist unser Complex zusammengesetzt. In diesen ©” Tangenten- 
ebenen der abwickelbaren Flächen zerfällt also die Complexcurve 
in einen Kegelschnitt und in eine ergänzende Curve (m —-2)-ter 
Classe (m =Grad des Complexes). Die gemeinsamen Tangenten 
dieser beiden Curven sind Doppeltangenten der Complexcurve, 
d. h. singuläre Geraden des Complexes. So erhalten wir in den 
oo? Tangentenebenen =? Geraden, die die Congruenz der singu- 
lären Linien bilden. 

Die =? Tangentenebenen der abwickelbaren Flächen aber, in 
welchen die Complexcurve zerfällt, sind die zugeordneten singulären' 
Ebenen, welche die singuläre Fläche des Complexes umhüllen. 

In den Seiten des Pentaeders, die von allen oo! abwickel- 
baren Flächen berührt werden, ist die Complexcurve unbestimmt, 
darum sind alle Geraden dieser Seiten singuläre Gerade. 
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SEO: 


Die gemeinsame Congruenz der Complexe A—0 und C=0. 


Unter den Geraden des Raumes sind es besonders die gemein- 
samen Geraden der Complexe A=0, C—=0 und der Complexe 
B=0, C=0, welche dem Pentaeder gegenüber eine bevorzugte 
Stellung einnehmen. 

Die Complexe A und C haben eine Congruenz 300-ter Ordnung 
und Classe gemeinsam. Die Graden dieser Congruenz sind zugleich 
Gerade des Complexes R==0, denn die Relation: 


1) 12% --— 5 (AN®—2BM.N+ CM’) 
wo 
vie 2 
MEDABIS3C und N 
ist, geht für N) 
in wa. 
re 8 


über, und daraus folgt, dass die gemeinsamen Geraden von C und 
A, sowie von C und 2, auch Geraden von R sind. 

Von den 300 Geraden der Congruenz von A und C, die in 
einer beliebigen Ebene liegen, fallen 240 in die Seiten des Penta- 
eders (5.4.12 — 240), es bleiben noch 60 übrig die sich aber — 
wie wir gleich sehen werden — paarweise vereinigen, da sich die 
= Clomplexcurven der Ebene berühren. 

Von den 300 Geraden durch einen Punkt des Raumes, gehen 
10.2.6—=120 durch die Ecken des Pentaeders; es bleiben noch 
180 übrig, welche sich wieder paarweise vereinigen, denn die 2 
Complexkegel dieses Punktes berühren sich in diesen Erzeugenden. 

Dass diese Berührung stattfindet, ist aus der Relation 1) leicht 
abzuleiten. 

Ist g eine gemeinsame Gerade von A und C, 9-+eq, eine 
benachbarte Gerade, welche mit q in einer Ebene liegt, so geht 
die Relation 1) wenn man sie für das Wertsystem (Q —+.g,) bildet 
und dann e gleich Null setzt, in die Gleichung über: 

0=3B.DA—4DC 
wo EN 
DAT hang 
der Tangentialcomplex von A in Bezug auf die Gerade g ist. Es 
zeigt sich also, dass der Tangentialcomplex von A und C in Be- 
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zug auf ihre gemeinsamen Geraden zusammenfällt, oder mit ande- 
ren Worten, die beiden Complexcurven einer beliebigen Ebene 
und die beiden Complexkegel eines beliebigen Raumpunktes 
berühren einander. 

Zu der gleichen Congruenz 90. Ordnung, 30. Classe gelangt 
man, wenn man aus der geometrischen Bedeutung ausgeht, welche 
das Verschwinden der Invarianten A, C für die Wurzelpunkte 
einer Gleichung 5. Grades hat. Dann besteht das Punktsystem aus 
2. zueinander harmonischen Punktepaaren und einem Doppelpunkte 
der durch sie bestimmten Involution. Die Gleichung kann daher 
auf einer solchen Geraden die Gestalt annehmen: 

zZ, (z1— 23) —— 


Ze. 
wo die Werte von = die folgenden sind: 
2 


0, 1,5, —1, —/. 

Diese Werte kann man nun auf die Seiten des Pentaeders verteilen; 
aber von den 120 Anordnungen, welche diese Grössen gestatten, 
geben jedesmal 4 dasselbe, indem sie durch Multiplication der 
Reihe mit 1, , —1, —/ erhalten werden können. Es gibt also 
30 verschiedene Anordnungen, die zusammen eine Congruenz 
30. Classe, 90. Ordnung bestimmen. 

Diese Geraden sind zugleich Gerade des Complexes Bin, 
u. z. wird jede der 15 Teilcomplexe von R=0 eine Congruenz 
2. Classe, 6. Ordnung von ihnen zu Geraden haben. Wenn’ man 
nämlich von den 5 obigen Grössen 0, 1, — 1 an ihrer Stelle lässt, 
so entstehen durch Vertauschung von + 7 und — 7 2 Anordnungen, 
die in den Complexen A und C verschiedene Gerade liefern, wäh- 
rend sie im Complexe R dieselbe Gerade ergeben. 


Se 


Die gemeinsame Congruenz der Complexe B=0 und C=I. 


Der Complex 20. Ordnung 3==0 zerlegt sich, wie wir schon 
gesehen haben, in die beiden Complexe 
B =Amir=0 
B,=A=-NP—=09 
Diese Gleichungen drücken folgende Eigenschaft der gemeinsa- 
men Geraden von B, und 2, aus, sobald diese Geraden auch die 
Kanten des Pentaeders treffen, sobald also P=0: nimmt man auf einer 
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derartigen Gerade einen Punkt an, so liegen die 2 Berührungs- 
ebenen der diesem Punkte in 3, und B, zugeordneten Complex- 
kegel harmonisch zu der Berührungsebene des Kegels im Complexe 
A=0 und zu der durch die Kante gelegten Ebene. 

Gehen wir nun zu den gemeinsamen Geraden von B-und C 
über! 

Sind B und C gleichzeitig Null, so ist auch M=0 und N=0 
also verschwindet auch R mit den beiden Covarianten «, und j%. 
Nach der Theorie der binären Form 5. Ordnung kann in diesem 
Falle die Gleichung des Punksystems dargestellt werden durch die 
Gleichung 

zu Z2—0 

wo die Verschwindungselemente ein cyclisch-projektivisches Sys- 
tem bilden in Bezug auf die festen Elemente 0 und ®&. Nimmt 
man diese 2 Punkte als Grundpunkte an, so sind die Coordinaten 
der Verschwindungselemente: 
AR vw, W", w 

Z 
wobei die w in irgend einer Anordnung die 5. Wurzeln der Ein- 
heit bedeuten. | 

Von den 120 Anordnungen, die diese 5 Grössen gestatten, 
sind nur 12 Permutationen solche, welche von einander verschie- 
dene Gerade liefern; die übrigen Anordnungen können aus diesen 
durch Multiplication der Reihe mit einer dieser 5 Grössen selbst 
hervorgebracht werden, oder dadurch, dass man statt den 5 Grössen 
ihre reciproke Werte nimmt.* Jede dieser 12 Anordnungen liefert 
eine Congruenz 1. Classe 3. Ordnung, die beiden Complexe haben 
also eine Congruenz 12. Classe 36. Ordnung gemeinsam. 

In jeder Ebene liegen 12 Gerade der Congruenz, geht aber 
die Ebene durch eine Kante des Pentaeders, so zerfallen die Com- 
plexcurven von B und C in Kegelschnitte und Punkte, deren 
gemeinsame Tangenten in den Seiten des Pentaeders liegen. Eine 
solche Ebene enthält also keine Gerade der Congruenz. Analog 
geht von einem Punkte der Kante keine Gerade der Congruenz 
aus, denn die 2 Complexkegel dieses Punktes zerfallen in Ebenen, 
die sich alle in einer Geraden schneiden, die durch jene Ecke des 
Pentaeders hindurchgeht, welche der Kante gegenüber liegt. 

Die gemeinsamen Geraden von B und C verteilen sich derart, 


ua 


ellath, As.B.1V.52 310: 
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dass je eine Congruenz 6. Classe und 18. Ordnung den Complexen 
B, und 5, angehört. 

Man kann zeigen, dass die gemeinschaftlichen Geraden von 
B und C Doppeltangenten und Doppelerzeugende der Complexe 
B, und 3, sind. Für die fraglichen Geraden verschwindet identisch 
die binäre Covariante j. des Punktsystems, daher muss auch die 
quaternäre Bildung 

I= (abuy)? (acuy)“(Deuv)"asb:c, 

für die den Geraden entsprechenden Werte der u und v verschwin- 
den sobald z gleichzeitig in der Ebene u, und v, liegt. Also muss 
j; für ein solches Wertsystem der v und v den Faktor „-+Av; 
enthalten: j? geht über in (u, +-Av,), multiplicirt mit einer quadra- 
tischen Form, die wir mit M? bezeichnen wollen. 


j=-]}=M?.(u+9v) (s. Clebsch) 
Bilden wir nun hieraus di® 2. Polare 
ee 1E0R8 
I a M;,M,(u+3v)y+ 3 Ma AV). 


so erhalten wir daraus 
0) .e 9 + ., 1 . De 
=, — (WW wYJ)s= zUMuv)Jlusve 


En r (M M' uv)? (u; + v;)°. 


7: enthält also den Faktor (u, +-Av,) doppelt. 
Aber auch der Ausdruck 


wo u‘ v' neue Variable sind, enthält noch den Faktor (u, + Av,). 
Bezeichnen wir nämlich die aus einer Funktion @” durch die Ope- 
ration D entstehende Funktion Dg* sympolisch durch (Dy), so 
erhalten wir für 
Di= (Di, =2(jDjuv)’,Dj+2Qj u)(Qjuv)ij: 
Die Glieder der rechten Seite kann man aber aus Je), herstellen, 
indem man in diesem Ausdrucke statt der y entsprechende drei- 
reihige Unterdeterminanten setzt. 
Dadurch geht Dr über in: 


Dr 2 (MDjuv)*{us + Ivo)Dje+ 


3 (jMuv) (j, u+%v,u'v‘) M,Jj= + 


om al 


+ (jMuv) (jMu'v') js(us-+v.) — 
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2 ER 8 : 
—;(MDjuv) \utv)Ditg (M'Muv) (M',u-+-%v,u'v‘).(u,+%v,)M;+ 


2. SM Muv)(u --Av, Mu'v'). (u. + %v.) Mat 


4 s (M'M uv).(M'M u'v).(w„-+%v.)”=N.. (u, -+-\v,) 

Bilden wir nun aus 
B==(ltuv)- 
den Ausdruck DB, so erhalten wir 
DB= (Di, tuv)’+ (iDruv)’ + 2(ituv)(itu'v‘) 
Die 3 Terme der rechten Seite verschwinden hier identisch, denn 
sie entstehen aus ?, bez. aus Dr und 7,.t, indem man in diesen 
Ausdrücken die Variable z und y durch entsprechende dreireihige 
Unterdeterminanten ersetzt. Die so entstandenen Ausdrücke ent- 
halten aber dann immer eine Determinante als Faktor, in welcher 
2 Reihen gleich sind. Man hat also DB=-=0 und daraus folgt, dass 
: die Geraden mindestens 'Doppeltangenten und Doppelerzeu- 
gende von B sind. 
Bildet man aber 
D’B = (D?ir uv)’ + (iD’tuv)?’ —+ 2(Di Druv)? + 4Disuv) (Ditu'v‘)—+ 
—+ 4(i Dr uv) (i Dr u'v‘) + 2(it u'v‘)? 

so verschwinden die ersten 4 Glieder aus demselben Grunde wie 
bei DB und es bleibt nur der Ausdruck 


D’B— (MM' uv) (iuuv) +ivuv)) — 


D ol 


5 (MM' uv) (i, u-+ Av, u'v‘)? 


übrig, welcher nicht verschwindet. Setzt man hier statt der Variabeln 
u,‘ die Coordinaten einer beliebigen Ebene ein, die durch die gege- 
bene Gerade (uv) geht, also 

uU=u-+%,vV 
so erhält man die Gleichungen der beiden Berührungspunkte der 
Doppeltangente, geschrieben in den Variabeln v': 

Zur 
Dies ist aber das Produkt der Gleichungen jener 2 festen Punkte, 
auf welchen sich die cyklische Projektivität des Punktsystems auf 
der Geraden bezieht. Denn wenn die Covariante j einer Gleichung 
5. Grades verschwindet; so sind z,, Z, die Faktoren von 7, und 
die Punkte z, =0 z,—=0 werden quaternär als Durchschnitte der 
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Ebenen u, v, mit 7—0 bestimmt, ‘so dass das Produkt ihrer 
Gleichungen im Raume 
i LUYV VO 

ist. Diese Gleichung ist unabhängig von A,, d. h. von der Lage 
der durch die Gerade (uv) gelegten Ebene, daher sind die zwei 
Punkte singuläre Punkte der Geraden und die Gerade selbst ist 
eine singuläre Gerade der Complexe B=0 und C= 

Auf dieselbe Weise, wie DB und D°’B untersucht wurden, 
kann man nun auch C untersuchen. Wie Clebsch in seinem Auf- 
satz über das Fünfseit zeigt, verschwinden für die fraglichen Ge- 
‘raden DC, D’C, D?C, die Geraden sind also 4-fache Geraden us 
Complexes C =0. De man aber die Identität: 


Ye -, (AN? — 2BMN + CM° 
für eine zu (vv). unendlich nahen Gerade der Congruenz, also für 
((uva-+ etw'v)a) 
wo e gegen Null convergirt, so entsteht die Gleichung 
0 -(aD:C+18(D:32):) 


Es ist also D'C mit (D?B°?) proportional, oder mit anderen Worten, 
die 4 Berührungspunkte, welche eine der 12 Tangenten mit der 
Complexcurve von C=0 in einer beliebigen Ebene gemeinsam 
hat, fallen paarweise in die Berührungspunkte mit der Complex- 
curve von B=0 zusammen und ebenso vereinigen sich die vier 
Berührungsebenen eines Complexkegels von C=0 zu den zwei 
Ebenen, welche den Complexkegel von B==0 in einer der 36 Er- 
zeugenden berühren. 

Die Complexcurve des Complexes C hat also in jeder 
beliebigen Ebene 12 Doppelwendetangenten, der Complexkegel 
eines jeden Punktes 36 Doppelrückkehrkanten. 

Die Complexe B und C haben eine Congruenz von der Ord- 
nung und Classe 600 gemeinsam. Von dieser fällt eine Congruenz 
der Classe 5.8.12 = 480 und Ordnung O0 in die Seiten des Penta- 
eders, eine zweite von der Ordnung 10.4.6=240 und Classe O0 
in die Ecken desselben; es bleibt also noch eine Congruenz von 
der Ordnung 360 und Classe 120 zu suchen. Diese wird nun durch 
die oben gefundene Congruenz 36. Ordnung 12. Classe gegeben, 
deren Gerade 10-fach zählen. Denn als Erzeugende von Complex- 
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kegeln betrachtet, sind dieselben Doppelkanten im Complexe B und 
gleichzeitig Doppelrückkehrkanten mit 2 verschiedenen Berührungs- 
ebenen im Complexe C., 


Vita. 
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